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Woord wvooraf.

Deze cursus is bedoeld als een informele inleiding voor [1] hoofdstuk
3, alwaar op preciese wijze de syntax en de semantiek van een

formule -~ programma wordt beschreven.

1. De elementaire bouwstenen.

Gesteld, men staat voor het volgende probleem:

Bewijs dat zuiver imaginair is als de absolute

Z -1

waarde van de complexe variabele 2z gelijk is aan 1.

le aanpak:

Substitueer een aantal waarden: z

bijvoorbeeld, z = -:]2— V2 + i -;:- V2,

+1, +i, -1, =i en,

Vervolgens construeert men een formule - programms als volgh:

Formule programma t,b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp 1
{bovengrens aantal formules: 8192,
bovengrens aantal reele getallen: 100,
bovengrens aantal complexe getallen: 100,
bovengrens aantal afgebroken machtreeksen: O,
bovengrens graad afgebroken machtreeksen: 0,
absolute nauwkeurigheid: ,,—10,
relatieve nauwkeurigheid: ,-10,
bovengrens aantal identifiers: 2,
bovengrens aantal speciale afgeleiden: 0 )
z:= 13 f3= (z + 1)/(z - 1)3 .,
OUTPUT R(@):=1);
z=1 3 fi= (z + 1)/(z - 1);
OUTPUT R(f(i)= f)5
= -1; OUTPUT R(CD)= (z + 1)/(z - 1)
z:= - 1 3 OUTPUT RU(L)= (z + 1)/(z - 1);
NLCR; OUTPUT R(?:= (1 + )/sqrt(2) + 1/((1 + 1)/sqrt(@) — 1);
END} " - ) -
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Afgezien van de heading is het ongeveer duidelijk wat het formule-

programma (i.h.v: f.p.) moet doen.

Opmerkelijke verschillen met een ALGOL 60 programma zijn:

le geen begin, end;

2e geen declaraties;

3e complexe getallen mogen wel;

ke een willekeurige tekst als parameter van OUTPUT R:
Als de willekeurige tekst de tekst "?" is dan wordt de waarde van
de expressie na het ":=" teken zonder meer geprint;
als de willekeurige tekst niet de tekst "?" is, dan wordt eerst
op een nieuwe regel overgegaan, vervolgens wordt de letterlijke
tekst tot en met het ":=" teken geprint, vervolgens wordt de |
waarde van de expressie na het ":=" teken geprint en tenslotte
wordt een ";" geprint.
Behalve dat de resultaten geprint worden, worden alle resultaten
ook in een band geponst. Deze band is gebruikt om de resultaten
in deze syllabus te reproduceren. Als een formule teilang is voor
&8n regel, dan last het systeem geen overgangen op nieuwe regel in;
de met de hand sangebrachte overgangen op nieuwe regel zijn te
herkennen aan het inspringen van de tekst.

5e geen "for - statement", want:

"for z =1, i, -1, -i, (1 +1i) / sqrt(@) do
OUTPUT R (£ := (z + 1) / (2 = 1));"

is verboden. Ook is een "goto ~ statement" of een
conditionele - statement" verboden.
Het resultaat van het f.p. is als volgt:

f(1)e= 1,113

£(1):= i3

£(-1):= 03

£(-i )= i3

~iX, 2414213562371

ready

line number = 8 execution time = 4 sec



Bovenstaand programma had weinig te maken met algebraische bewerkingen,

behalve dat er met de imaginaire eenheid i werd gerekend.

2e aanpak:
i¢

Substitueer z = e * , met ¢ willekeurig.

Formule programma t.b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp 2
(8192, 100, 100, 0, 0, 4,10, 4,-10, 3, 0)
= exp(i X phi); f:= (z + 1)/(z - 1);
OUTPUT R als functie van phi:= :f);'
END;

met als resultaat:

f als functie van phi:= (exp(ixphi)+1)/(exp(ixphi)-1);

ready
line number = 3 execution time = 4 sec

Veel succes is er niet geboekt.

3e aanpak: ' N

Substitueer z = e1¢ , met ¢ willekeurig en bereken

W= T+ £, waarin f de complex geconjugeerde van f is.

Formule programma t.b,v. cursus ABC. RPR 250968/fp 3
(8192, 100, 100, 0, 0, ,~10, ;-10, 3, 0).

PR STRING(resultaten fp 3);

NLCR; PR STRING(dit keer boeken we succes.};

z:= exp(i x phi); f:= (z + 1)/(z ~ 1);

OUTPUT R(Reele deel van f= (CC(f) + £)/2)3

END; ‘ -

met als resultaat:

resultaten fp 3

dit keer boeken we succes,

Reele deel van f:= 0;

ready

llne ;iumber = 5 execution time = 8 sec



Dit keer is er succes geboekt: kennelijk geldt
f=-f
zodat Re £ = 0.
Conclusie: we zien dat bij executie van het programma de waarden van de
variabelen, zoals 2z en f, niet altijd getallen moeten zijn. Er mogen

expressies met symbolen blijven staan.

De computer ontdekt dat

F= (et 1)/ (o7 )

en dat

-1¢ + 1 + ei¢ + 1
-l¢ -1 ei¢ -1

lo

= Q.

Hyf

+ =
e
We hebben bovendien kennis gemaakt met de PR STRING operator.
Het 1ijkt merkwaardig dat we niet de symbolen "e¢" en "o" of "¢" en "}"
gebruiken ter afsluiting van de string ; immers, hoe kunnen we nu
een ")" via de string laten printen.
Het antwoord is eenvoudig:
Om een ")" te laten printen moet men
twee ")" tekens in de string plaatsen.
Voorbeeld:
" PR STRING (a:= sin(x)); PR STRING (b:= cos(x)))):;)):):
heeft als effect dat het volgende geprint wordt:
"a:= sin(x); PR STRING (b:= cos(x)););"
Het voordeel van deze aanpak is dat nu elke willekeurige string geprint
kan worden en dat kan met de string quotes "¢" en "9" niet. We zullen
deze mogelijkheid ook hard nodig hebben als we met een f.p. een andere

f.p. willen laten genereren.

Le aanpak:

Bepaal het argument van z* 1

2z - 1

Formule programma t.b.v., cursus ABC. RPR 250968/fp 4
(8192, 100, 100, 0, 0, ,-10, ,~10, 6, 0)

PR STRING(resultaten fp 4); ‘

z:= exp(i % phi); f= (z + 1)/(z - 1);

Im:= (CC() - £)/(2 X 1); Re= (CC() + £)/23

OUT[PUT Ro(het ‘argume‘nt van fi= arbtan(im/Re));



OUTPUT Rhet complement van het argument van fi=
pi/2 - arctan(Re/Im));
END; |

EA

resultaten fp 4

het argument van f:= —_::L_/2><1n((6-.200000000041011><exp(-_§_><phi)+.199999999961011><
exp(ixphi)+. 10000000001, 11xexp(-ix2xphi)-, 99999999'99101o><exp(_i_><2><phi))/
(6+.19999999996,,1 1xexp(~ixphi)-. 20000000004, 11xexp(ixphi)-. 9999999999, 10x

 exp(~ix2xphi)+, 100000000011 1xexp(ix2xphi))); 4

het complement van ilet argument van fi= 1/2Xpi;

ready ‘

line number = 7 execution time = 69 sec

Uit deze aanpak zien we dat oppassen-geboden is. Het systeem ziet
niet dat "iets" / 0 = » , en kan dat natuurlijk ook niet; immers
"iets zou O kunnen zijn. Bovendien zien we dat de arctan als een
logarithme wordt behandeld.
Dit is nit altijd het geval; het hangt er vanaf of het systeem in
de zogenaamde "expand" toestand is of niet.
In de "expand" toestand worden:
1e haakjes zoveel mogelijk weggewerkt.
d.w.z. (a + b) % ¢ wordt behandeld als a *c + b ¢
2e de sin, cos, arctan en sqrt functies worden getransformeerd in
exponentiele en logathmische functies;
3e quotienten worden vereenvoudigd;
ke afgebroken macht reeksen worden vereenvoudigd
Se alvorens bij een OUTPUT R gtatement met printen wordt begonnen.

wordt de expressie die geprint zal worden vereenvoudigd.



Is het systeem niet in de "expand" toestand, dan zijn de enige
bewerkingen die betrekking hebben op het vereenvoudigen de

zogenaamde triviale vereenvoudigingen:

a+0+a,ax0+0,a%x1>a,0/a=>0 etec.

bovendien worden elementaire functies van getallen uitgerekend
(bijv. sin (0) ~ 0 , exp (i * 3.14159265359) » -1),
Het systeem verkeert in de "expand" toestand bij het begin van de

verwerking van een f.p.

Om het systeem in de niet-"expand" toestand te zetten kan men de
statement "NOT EXP" gebruiken.

Vanaf deze statement worden de volgende statements in de niet-"expand"
toestand verwerkt. De overgang naar de "expand" toestand wordt

bewerkstelligd door de statement "EXPAND"

We draaien f.p.3 opnieuw:

Formule programma t.b,v, cursus ABEJ. RPR 250968/fp 5
(8192, 100, 100, 0, 0, ,-10, 4,~10, 5, 0_}_

PR STRING(resultaten fp 5)3

NLCR; PR STRING(In de niet-'expand' toestand lukt het niet);
NOT EXP;

z:= exp(i x phi); f:= (z + 1)/(z - 1?;

OUTPUT R(wl:= CC() + 0);

NLCR:; PR STRH\TG(hét is gevaarlijk om de, in de niet-'expand' toestand
behandelde, f in de herstelde ‘expand® toestand te gebruiken):
EXPAND; "
OUTPUT R(w2:= CC(f) + f);

END3 .

resultaten fp 5

In de niet-'expand’ toestand lukt het niet

wl= (exp((-i)xphi)+1)/(exp((-i)xphi)-1)+(exp(ixphi)+1)/(exp(ixphi)-1);
het is gevaarlifk om de, in de niet-*expand' toestand -
behandelde, { in de herstelde ‘*expand’ toestand te gebruiken



w2:= ((exp(1><ph1) 1)xexp(-1><ph1)+(exp(1><ph1)—-1)—exp(1><ph1)+exp(-1><ph1))/((exp(1><ph1)-
1)xexp (—1><ph1)w(exp(1><ph1 1)) !

ready

- line number = 10 execution time = 14 sec

N.B.1. in de "expand" toestand wordt de formule "a - b" behandeld
als " a + (=1) % b ", terwijl in de niet-"expand" toestand "a - b"
wordt behandeld als " a - b ",

N.B.2. de niet-"expand" toestand is van belang bij "OUTPUT C -
statements", bij berekeningen van afgeleiden, en bij het volgende:
Zoals reeds vermeld, worden in de "expand" toestand quotienten en
afgebroken macht reeksen automatisch vereenvoudigd; ook "OQUTPUT R"
bewerkstelligt een vereenvoudiging. Om nu een dubbele vereenvoudiging
te voorkomen kan men de "OUTPUT R" statement in de niet-"expand"
toestand aanroepen; het effect is téjd— en geheugenbesparing, maar
het geprinte resultaat is niet zo mooi.

Voorbeeld:

Formule programma t.,b.v. cursus ABC, RPR 250968/fp 6
(8192, 100, 100, 0, 0, =10, 4~10, 3, 0)

PR STRING(resultaten fp 6)3 "

z= (u + 1)/(u - 1); £:= (z +~_i_}/(z - _1_2,

OUTPUT R(= f); “ |

NOT EXP; OUTPUT Rfeen mmder fraaie

fi= 1);

END;

resultaten fp 6

fi= ((Lrixurd+)/((-i)xu+i-1)3

een minder fr:—iaie 4 ”

= ((Lxu+(1+0)/((1-1)xu+(i~1));

ready 5 4 : &

line number = 6 execution time = 9 sec
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Nog een voorbeeld dat het verschil tussen de "expand" toestand en

de niet-"expand" toestand laat zien:

TFormule programma t.b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp 7
(8192, 100, 100, 0, 0, 4,10, x-10, 7, 0)
PR STRING(resultaten fp 7)3 "
NOT EXP; ’
= U+ 1)/fu~1); f= (z + 1)/(z - Q, OUTPUT R(l:= f);
fi= (a + b) X (a - b)§ OUTPUT R(f2:= £); ‘
fi= (2 ~ 2 x x + 1)/(&=)\2 = 1); OUTPUT R@B:= 1);
f1= sin(x+y)A2  + coé(y+x)/k\2; OUTPUT R(f4:= f); 4
f= exp(ln(x)); OUTPUT R(f5:= £); '
EXPAND; NLCR; PR STRING(nu dezelfde opgaven in de 'expand'-toestand)s
z= (u + i)/{u - i)3 = (z + i)/(z - i); OUTPUT R(fl:= {); '
fi= (a + b) X (a - b); OUTPUT R2:= £)3 .
f= ()2 - 2 X x + 1)/(x)2 - 1); OUTPUT R(3:= );
fi= sin(x+y)\2 + cos(y+x)\2; OUTPUT R(fd:= f);
f:= exp(ln(x)); OUTPUT R(5:= f); ’
END; - '

resultaten fp 7

fle= ((uH)/(u=i)+i)/((u+i)/ (u-i)-i);

f2:= (atb)x(a-b);

3= (xh2-2xx+1)/(xh2-1);

f4s= sin(xry)N2+cos(y+xA2;

5= x3 4 '

nu dezelfde opgaven in de ‘expand'-toestand
fle= ((L)xurl+i)/((1=i)xuti-1);

f2:= ap2-bh2; | '

£3:= (-1/2xx+1/2)/(~1/2xx-1/2)3

f4d:= 13 ' .

5:= x5

ready

line- number = 14 execution time = 21 sec
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Als slot van dit hoofdstuk behandelen we het volgende programma:

Formule programma t.b,v. cursus ABC, RPR 250968/fp 8
(8192, 100, 100, 0, 0, ,~10, ,~10, 3, 0)

PR STRING(resultaten fp 8);
= (z + 1)/(z - 1), z= X + 13 OUTPUT R(f'* f), END;

Indien men verwacht dat er als output: " £ : = (x+2) /x ";
wordt geprint, komt men bedrogen uit.

Het resultaat is:

resultaten fp 8
f:= (z+1)/(z-1);
ready

line number = 2 execution time = 4 sec

Men moet bovenstaande situatie vergelijken met het volgende

ALGOL 60 programma:

begin real x, z, f; x:=O;bz:-—“-0;
=(z+1)/(z-1)3 =z x + 1 3 print (f)

U

end .

Kennelijk is het zo dat als "f" eenmaal een waarde heeft gekregen,
n.l. de formule " (z + 1) / (2 = 1) ", dan behoudt hij deze waarde.
M.b.v. een substitutie (zie volgende hoofdstuk) is de waarde van

"f" wel te veranderen (en, natuurlijk, m.b.v. een nieuwe assignment).

. 2. Afgeleiden, substituties.

De afgeleide van f (z) berekenen we met de operator "DER".

Voorbeeld:

Formule programma t,b.v. cursus ABC, RPR 250968/fp 9

(8192, 100, 100, 0, 0, 4~10, x~10, 3, 0)

PR STRING(resultaten fp 9),
fi= (z + 1)/(z - 1), derf:= DER(E z), OUTPUT R(derf:= derf),

NLCR; PR STRING(of als Volgt.?,
OUTPUT R(derivative:= DER{(z + 1}/(z - 1), z));
ENDs o
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resultaten fp 9

derf:= (-2)/(zh2-2xz+1);

of als volgt: .

derivativer= (-2)/(zp2-2xz+1)3

ready ~ .

line number = 5 execution time = 6 sec

Msz=c @ ensf (2)=1(1+2z)/ (1-2) dan kunnen we == dq; als volgt

berekenen:

Formule programma t.b.v. cursus ABC, RPR 250968/fpl0
(8192, 100, 100, 0, 0, ,-10, ,-10, 4, 0) |
PR STRING{resultaten fpl0);
z:= exp(i X phl), .
f:= (z + 1)/(z - 1); derfphi:= DER(f,piu), OUTPUT R(derfphi:= derfphi);
NLCR; PR STRING(of als volgt:);
OUTPUT R(derfphi2:= DER(,z) x DER(z,phi));
s A - &

‘resultaten fpl0

derfphir= —ix2xexp(ixphi)/(exp(ix2xphi)-2xexp(ixphi)+1);
of als volgt: A -‘ -
derfphi2:= 0

ready

line number = 6 execution time = 10 sec

De tweede formule voor afgeleide:
"DER (f, z) * DER (z, phi)"
is gevaarlijk om te gebruiken omdat z geen variabele (algebraic

variabele) is, maar de naam van een formule (expressie).
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We zien dat DER (f, z) fout berekend wordb; ook in het volgende
voorbeeld gaat het fout: '

2

- Formule programma f,b,v. cursus ABC. RPR 250968/fpi
© (8192, 100, 100, 0, 0, y-10, ,-10, 3, 0).

. PR STRING(resultaten fpl1); ,
z=xX + 13 f:= (z + 1)/(z - .1); OUTPUT R(derf:= DER(f,z));

END;

resultaten fpil

derf:= 03

ready

line number = 3 execution time = 3 sec

De reden van het fout gaan is dat f niet meer expliciet van z

afhangt, maar als de formule "(x + 2) / x" wordt behandeld.

N.B. In de niet-"expand" toestand zou bovenstaand sommetje als volgt

gaan:

Formule programma t,b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp12
8192, 100, 100, 0, 0, 4-10, 4-10, 2, 0)

PR STRING(resultaten fpl2);

NOT EXP; z:= x + 13 OUTPUT R(der:= DER((z + 1)/(z ~ 1), z));
END; . o

resultaten fpl2

der:= (x+1-1-(x+1+1))/((x+1-1)x(x+1-1));

ready ) ‘ .

line number = 3 execution time = 3 sec

De eerste parameter van DER mag een willekeurige formule zijn.

De tweede, in principe, alleen maar een variabele. Verder mag DER

in een formule voorkomen: zoals in:

Formule programma t.b.v. cursus ABC, RPR 250968/ipl3
(8192, 100, 100, 0, 0, x~10, 4,-10, 2, 0)

PR STRING (resultaten fp13); ‘

z:= sin(x); OUTPUT R(differentiaal identiteit voor sin(x) is
' + 7 = DER(DER(z,%).%) + 2); ‘
axDs JX) o+ 2
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resultaten fpid

differentiaal identiteit voor sin(x) is
z'" + z = 03 .
ready

line number = 4 execution time = 4 sec

Als een functie f niet van x afhangt, dan levert "DER" de waarde nul.
Als de functie f wel afhangt van de variabele z, welke op zijn beurt
weer impliciet van x afhangt, dan kan men dit aangeven door een
"speciale - afgeleide -~ statement".

Voorhbeeld:

Formule programma t.b.v. cursus ABC. RPR 250968/fpl4
(8192, 100, 100, 0, 0, 410, ,-10, 4, 1)

PR STRING(resultaten fpl1d); '

SPEC DER(x, z,z accent); ‘

fi= (z + 1)/(z - 1)3 OUTPUT R(afgeleide naar x:= DER({,x));
END; | ] |
resultaten fpl4d

afgeleide naar x:= -2xzaccent/(z)\2-2xz+1);

ready |

line number = 4 execution time = 5 sec

Als het systeem z tegenkomt en z wil differentieren naar x, dan weet

het systeem dat de afgeleide naar z gegeven is door z' .

Een differentiaal vergelijking, bijv. %}ZE = x2 + 22, is op deze wijze

gemakkelijk te behandelen:
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Formule programma. t.b.v, cursus ABC. RPR 250968/fp1§
(8192, 100, 100, 0, 0, ;-10, x~10, 4, 3) '
PR STRING(resultaten fpl5); " :
SPEC DER(x, z,3x)\2 +z m), OUTPUT R(z acc:= DER(z,x))é
OUTPUT Rz dacec:= DER(DER(z,x),X)),

SPEC DER(x, z,z acc, z ace,z, y,cos(x)),

OUTPUT R(z acc + dy/dx:= DER(z + y,x)),

OUTPUT R(z 4dace:= DER(DER(DER(DER(Z,X),x),x),x)),
END'

resultaten fplbs

z acc:= xA2+zp\23

z dacc:= 2xXx\2Xz+2xzZA3+2xx3

z acc + dy/dx:= zacc+1/2><exp(_ig<x)+l/2><exp(-_i_gx);
z 4daccs= z3 | . .
ready

line number = 7 execution time = 5 sec

Opmerking 1. een volgende "speciale - afgeleide - statement"

vernietigt het effect van een voorgaande.
2. speciale afgeleiden kunnen maar naar é8&n variabele

worden gespecificeerd. Formele partiele afgeleiden kunnen dus niet

gebruikt worden.

De "speciale - afgeleide ~ statements" lenen zich goed voor een
Taylor-reeks berekening van (de) functie(s) die aan een gegeven
differentiaal vergelijking voldoet (aan een systeem van differentiaal

vergelijkingen voldoen).
Daartoe is eerst nodig de substitutie operator "SUBST" in te voeren.

Als f een formule is in de varisbelen Xys oves X OR Yoy eoey ¥

zijn andere formules, dan is g = SUBST (f, Xgs Fqo ooes X yn) een

formule waarin de Xys eee5 X, Vervangen zijn door Tys sees Vo
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Of: als f=7° (,x1 s eues xn) dan geldt:

g

f (y,], o0 g yn)

Voorbeeld (zie f.p.1 en f.p.3):

Formule programma t.b.v. cursus ABC. RPR 250968/fpl6
(8192, 100, 100, 0, 0, x-10, x~10, 3, 0)

PR STRING(resultaten fpl6); ’

= (z + 1)/(z - 1); f= cc) + /23

OUTPUT R(():= SUBST(, z,i);

OUTPUT R(f(ekp(l phi)):= SUBST(, z, exp(i X phi)));

END; .

resultaten fplé6

£(1):= i
f(eﬁp i phi)) = (exp(_ig<phi?v+1) /lexp @2<phi}-1 ) H
ready

line number = 5 execution time = 10 sec

De differentiaal vergelijking y" = x> + y2, y (0) =a, y' (0) =1
kan nu als volgt m.b.v. een Taylor-reeks ontwikkeling tot oplossing

(benaderde) gebracht worden:

Formule programma t.b.v. cursus ABC, RPR 250968/fpl7
(8192, 100, 100, 0, 0, x~10, ,-10, 6, 2)

PR STRING(resultaten fpl7);

SPEC DER(x, y,y acc, y aéc,;c,{\z + yA2);

der:s= y3

OUTPUT R(c0:= SUBST(der, v,a,
OUTPUT R(cl:= SUBST(der, v,a,
OUTPUT R{c2:= SUBST(der, y,a,
OUTPUT R{c3:= SUBST(der, y,a,
QUTPUT Rlc4:= SUBST(der, y,a,
OUTPUT R(c5:= SUBST(der, y,a,
OUTPUT R(c6:= SUBST(der, y,a,
END;

acc,b, x,0)); der:= DER(der,x);
aceb, x,0)); der:= DER(der,x);
ace,b, x,0)/2); der:= DER(def,x);
ace,b, x,O?/G); der:= DER(der,xj;
ace,b, XI,O)’/ZL.L); der:= DER(der,k);
ace,b, X,O)_/lZO); der:= DER(derb,k);
ace,b, x,O)/(ldeG))S .

R I R IR
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resultaten fpl?7

c0:= a3 ~

L

cl:= by v .
c2:= 1/2xal2; '
¢3:= 1/3%xaxb;

‘cdi= 1/12xaf3+1/12xbA\2+1/123

cb:= 1/12xap2xb;

c6:= 1/72xapM+1/36xaxb2+1/180xa3

ready

line number = 11 execution time = 13 sec

N.B. in bovenstaand voorbeeld missen we de for-statement; in het
volgende hoofdstuk worden afgebroken machtreeksen behandeld die voor

dit voorbeeld nuttige diensten kunnen bewijzen,

Een minder triviaal voorbeeld voor het gebruik van de "speciale -

afgeleide ~ statement" ig het volgende:

Bewijs dat 1/2
¢ (x) = x J1/3 ( %i X 3/2)

voldoet aan:

2,
2
d x :

waarin Jn de Bessel functie is welke voldoet aan:

a° J, (z) 14 I, (z) 52 (2)
+ - + (1 -—=)J (z)=0
d 22 2 d3z 2 n
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Oplossing Voer in:

s=+Vx,
z (x) = %-i g ,
n = 1/3 .
1(x) = 3. (z (%)),
dI(X’):dJn (z) ' | i_z_
d x d z z =2z (x) d x
=1, (x) %";ZE )
d 1,(x) =c12 3 (2) ' .(_1._3_
d x da z° |z=2 (x) 4 x
143 (z) n? d z
= (= B+ (1 -*é")Jn(Z))J —
z 4z Z z =12z (x) dx

In het programma worden de speciale afgeleiden van s, z, I, en I1 naar

x gespecificeerd.

Tormule programma t.b.v. cursus ABC., RPR 250968/fpl18
(8192, 200, 200, 0, 0, ,-10, ,~10, 7, 4)
PR STRING(resultaten fpl18); ~
SPEC DER(x, ’
S, .5/8,
Zy, 1 X 8,
1, i1 X DER(z,x),
11, - SUBST((IL/z + (1 - np2/z)2) x 1) x DER(z,%),
z, 2/3 X ix sh3, }
n, 1/3)
) phiz= s X I3 OUTPUT R(phi'* + x phi:= DER(DER(phi,x),x) + s\2 X phi)s
END;

&
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resultaten fpl8

phi®* + x phir= 2xsh3xI;

ready

line number = 10 execution time = 45 sec

OEmerking Het verkregen resultaat laat zien dat we een tekenfoub

gemaakt hebben; ¢ voldoet aan gf_g ~x ¢ =0
2 o
dx

3. Afgebroken machtreeksen en het oplossen van

vergelljkingen.

Het systeem kan met afgebroken machtreeksen manipuleren.
Zij m, de afgebroken machtreeks:
3

2
=ay +aXx+ax + ax” + o(x

b
1 2 )

m 2

1

- 2 3 L
en m,= by + b1x + b2x + b3x + 0(x7),

dan is het resultaat van de berekening van:

de som, het verschil, het product, het quotient
van m, en m, weer een afgebroken machtreeks. .
Bovendien is m, + £, m, - f, m, *» £, m, / £ en m, + n, met n geheel

niet-negatief, ook een afgebroken machtreeks.

Formule programma t,b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp19
(8192, 100, 100, 100, 3, 410, ,~10, 13, 0)

PR STRING(resultaten fp19)s '

mi= TPS(x,a0,a1,32,a3); m2:= TPS(x,b0,b1,b2,b3);
OUTPUT R(ml + m2:= ml + m2)s |
OUTPUT R(ml - m2:= ml - m2)s

OUTPUT R{ml X m2:= ml X m2);

OUTPUT R(ml/m2:= ml/m2);

OUTPUT R(mLp3:= mih3);

OUTPUT R(ml X ¢ + di= ml X ¢ + d)s

END; )
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resultaten fpl9

ml + m2:= a0+b0+(a1+b1)xx+(a2+b2)xx]\2+(a3+b3)><x,{\3+0(>o{\4),

Cml ~ m2:= aO-—b0+(a1-Jb1)><x+(a2-b2)><X/t\2+(a3-b3)xx,{\3+0(}of\4), -

ml X m2s= ao><bo+(aoxb1+a1><bo)xx+(a0><bz+a1xb1+az><bo)xw{\g+(ao><b3+a1xbz+asz1+~;
a3><b0)><x,{\3+0(ml\4), g

ml/m2:= aO/b0+(-ao><b1+a1><b0)/bOMxm(.a.0><b0><bz+aoxb1,{\2-a1><b0xb1+a2><b04\2)/
b04\3><x4\z+(-a0><b0/i\2><b3+2><ao><b0xb1xb2~a0xb1)f\3-a1xb04\szz+a1><b0xbbl\2-
a2><b0/{\2xb1+a3><b0/l\3)/bO/{\4><x}\3+O(x/{\4), | ~

mip3:= ao,tx3+(3><a.04\2xa1)xx+(3xa0/l\zxaz+3xao><abl\z)><x4\z+(3xao,t\2xa3+6xao><a1><a2+
a1,h3)><x/t\3+o(x4\4),

ml X ¢ + di= aOxct+d+(alxe)xx+(a2xe)xxh2+(adxe)xxh3+O(xhd) s

ready - - ) B

line number = 9 execution time = 76 sec

Opmerking 1. Het resultaat van een operatie op twee machtreeksen

m, en m, van verschillende graad is een machtreeks met als graad:

het minimum van de graden van m, en m,.

Opmerking 2. Blijkt tijdens executie van het programms dat alle

coéfficiénten van een machtreeks, op de nulde coéfficiént na, gelijk
aan nul zijn, en is deze nulde co&fficiént zelf geen machtreeks, dan
wordt deze machtreeks niet meer als machtreeks beschouwd, maar wordt

gelijk gemaakt aan zijn nulde coéfficidnt.

Opmerking 3. Wordt er in het programma met machtreeksen in, zeg,

x gewerkt dan wordt een "los voorkomende" x niet als de speciale macht—

reeks variabele herkend.

Formule programma t.b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp20
(8192, 100, 100, 100, 3, ,-10, ,~10, 10, 0)

PR STRING(resultaten prO) 3

mls= TPS(x,a0,al a29a3), m2:= TPS(x,b0,bl bz),

OUTPUT R(ml + m2:= ml + m2);

m2:= TPS(x,00,0,0,0); OUTPUT R(zie opm. 2 m2:= m2);
OUTPUT R(ml -~ TPS(X,O,&I,&Z,&S)F ml - TPS(0,a1,a2,23));
OUTPUT Rzie opm, 3 -
ml ~ (a0 + al X x + a2 X x)\2 + a3 X x)\3)s=

ml - (20 + al X X + a2 X x\2 + a3 X x)\3));

END; .
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resulfaten fp20 ‘

ml + m2:= a0+b0+(al+bl)xx+(a2+b2)xx)2+0(xN3);

zie opm, 2 m2:= b0; " '

ml - TPS(x,0,a1,a2,a3):= a0-al+(al-a2)xx+(a2-a3)xxh2+O(x)3);

zie opm, 3 - . ‘

ml - (a0 + al X x + a2 X N2 + a3 X x,{\s}:= -x)\3xa3-xf\2xa2-xxal+alxx+a2xx\2+
a3xxp3+0(xNd);

ready )

line number = 9 execution time = 7 sec

Voorbeeld %bereken de machtreeksontwikkeling van

f(z)=(z+1)/ (z~-1) voor z = 0
en van tan (z) = sin.(z) / cos (z) = (z - z3/6 + z 5/120 F oae.) /
(1-22/3+2 h/eh - z6/720 + eea)p

Formule programma t.b,v. cursus ABC. RPR 250968/fp21
(8192, 100, 100, 100, 10, x-10, ,~10, 3, 0)
PR STRING(resultaten fpzl) 3 N
Zw= TPS(z,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0); f:= (Z + 1)/(Z - 1);
OUTPUT R(de m, r. ontwikkeling van f:= )3 |
OUTPUT R(de m, r. ontwikkeling van tan(z-)

= TPS(2,0,1,0,~1/6,0,1/120,0,-1/5040)/

TPS(2,1,0,-1/2,0,1/24,0,-1/720,0));

END; :

resultaten fp21
de m. r. ontwikkeling van f:= —1+(—2)><z+(—2)><z{\2+(—2)><Z/{\3+(-2)><z4\4+(-2)xz4\5+
-z)xzi\s+(-2)xz{\7+(_z)xzt\8+(~z)xz,{\9+(_2)><zui\10+o(z4\11),
de m, r. ontwikkeling van tan(z)
= 041Xz +0XzA2+L/3X 23 +0xz\+2/ 15X 2\5+0x 26 +17 /3 L5 Z\T+O(zA8) 3
ready ' ‘
line number = 7 execution time = 6 sec
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Machtreeksen in meerdere variabelen verkrijgt men door de coéfficiénten

van een machtreeks gelijk te stellen aan andere machtreeksen.

Stel we hebben
, n = z aijk xi yi zk,
1,0k
dan is m op te vatten als machtreeks in z:

C ik
m =1Z{ (§ (g LT xl)‘yl) Z .

Voorbeeld: ontwikkel exp () 8 sk g ,zk)

Formule programma t.b.,v. cursus ABC. RPR 250968/fp22
(8192, 100, 0, 1000, 3, ,~10, ,-10, 26, 0)
PR STRING (resultaten fp22); |
m:=
TPS(z, ‘

TPS(y, | -
TPS(x,2000,2100,2200,2300),
TPS(x,2010,a110,a210),
TPS(x,2020,a120),

TPS(x,2030)),
TPS(y, :
TPS(x,a001,2101,a201),
TPS(x,a011,a111),
TPS(x,2021)),
TPsly, -
TPS(x,2002,2102),
TPS(x,2102)),
TPS(y, .
TPS(x,a003)));s
OUTPUT R(m:= m);
OUTPUT Rlexp:=1 + (1 + (1/2 + 1/6 x m) X m) x m);.
END; ‘ ' '
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resultaten fp22

Cme= aooo+a100><x+a200xx4\2+a3oo><x[\3+o(x4\4)+(a010+a110><x+a210><x4\2+o(x,{\3))xy+

' (aoz0+a120xx+0(xt\z))xy{\z+aoso><y)(\3+o(y,t\4)+(aoo1+a101><x+a201><x{\2+0(x,{\3)+
(aOl1+a111><x+0(x1}\2))xy+a021><y/{\2+0(y/{\3))xz+(a002+a102><x+0(x{'\2)+a102><
y+0(y,f\2))xz,{\2+a003><z/[\3+0(z/f\4),

exp:=

array too small857 101 0 55 4

line number = 19 execution time = 153 sec

Formule programma t,b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp22a
(8192, 1000, O, 5009 3, 10—10, 10""10, 24:3 02-
PR STRING(resultaten fp22a);

zie voor de rest {p22.

resultaten fp22a
m:= 2a000+2100xx+a200xx)\2+a300xx/\3+0(x)d)+(a010+a110xx+a210xx)2+O(x\3))xy-+(a02

0+a120xx+0(h2 ))xy,lxz+a03o><y,{\3+O(y,r\4)+(doo1+a101><x+az01><x,i\z+o(x4\3)+(a011+a111

Xx+O(x2) )xy+a021><y/i\z+o(y4\3))><z+(aooz+a1ozxx+0(x}\2)+a1ozxy+o(y4\z))xa{\2+aoo3x
z,{\3+0(z,{\4) 3

exp:= 1/6><a000,{\3+1/2><a000/l\2+a000.+1+(l/ZXaOOOMXa100+aOOOxa100+a100)><x+(1/2><
aooo4\2><azoo+1/2><aooo><a1oo)f\2+a000><a,200+1/2><a'1oo/t\2+azoo)x;ot\z+(1/2><aooo,t\2xa300+
2000x2100xa200+1/6xa1003+2000xa300+a100xa200+a300)xx\3+O(x)d)+(1/2xa000A2x
2010+2000xa010+a010+(1/2xa000\2xa110+a000xa100xa010+a000xal10+a100xa010+5110
)><x+(1/2><a000/{\2><a210+a000><a100><a110+a000><a200><a010+1 / 2><a100/f\2><a010+a000><a210
+a100><a110+a2oo><a01o+a210)><>s,{\z+o(;o{\3))><y+(1/z><a0004\z><a020+1/zxa000xa01OM+aooo
x2020+1/2x2010/2+2020+(1/2xa000\2xa120+a000Xa100xa020+a000xa010xal10+1 /2xal00
X2010)\2+a000xal20+ a100xa020+a010xa110+a120)xx+O(x\2))xyA2+(1/2x2000A2xa030+2000
X2010xa020+1 /6xa010)\3+a000xa030+a010X2020+2030+(a000xa100xa030+a000xa010xa120
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+8000xa110x2020+2100xa010xa020+1 /2xa010A2xa110+a100xa030+a010xal120+a110xa020
Ixx+O(x2)IXyN3+O(y\d)+(1/2X2000\2%a001+2.000xa001+a001+(1/2x2000/A2%2101+2000x
2100xa001+a000xa101+a100xa001+a101)xx+(1/2xa000A2xa201+a000xa100xa101+a000x
2200xa001+1/2xa100A2%a001+2000xa201+a100xal01+a200xa001+a201)xxh2+O(xh3)+(1/2
%2000A2x2011+a000Xa010xa001+a000xa011+2010xa001+a011+(1/2xa000A2xal11+a000x
2100x2011+2000X2010xa101+a000xal10xa001+a100xa010xa001+a000xa111+a100xa011+
2010xa101+a110xa001+a111)xx+O(x\2))xy+(1/2%a000A2xa021+a000x2010xa011+a000X
2020xa001+1/2x2010)\2x2001+a000x2021+2010x2011+2020x2001-+a021+(a000xa100x2021
+2000xa010xa111+a000xa110%a011+2000%a020xa101+a000xa120x2001+a100%a010xa0l
1+a100Xa020xa001+1/2xa010\2xa101+a010xa110x2001+a100xa021+a010xalll+al10xa
O11+a020xa101+a12OXa001)Xx+(ﬂxb2»xy$2+CMYA3DXz+(1/2xa000h2xa002+1/2xa000x
2001)2+2000xa002+1/2xa001A2+a002+(1/2xa000)\2xa102+a000xa100xa002+a000%2001x
al01+1/2><al()O><aO0Ll\2+a000><a102+a100><a002+a001><a101+a102)><x+O(xM)+(1/2><a000
N2xa102+2000%2010xa002+2000xa001xa011+1/2xa010xa001\2+8000xa102+a010xa002+a
001xa011+a102+(a000xa100xa102+a000xa010xa102+a000xa110xa002+a000xa001xalll+
2000x2101xa011+a100xa010x2002+a100xa001xa011+a010xa001xal01+1,/2xal1l0xa001A2
+2100Xa102+a010xa102+a110xa002+2001xal11+a101xa011)xx+O(xN2))xy+O(yA2))xzh2+
(1/2xa000A\2x2.003+a000X2001xa002+1 /6xa001L)3+2000x2003+a001xa002+a003+(a000x
2100xa003+2000x2001xa102+a000xa101xa002+a100xa001xa002-+1/2xa001\2xa101+a100
x2,003+a001xa102+a101x2002)xx+O(x)\2)+(2000xa010xa003+a000xa001xa102+a000xa011
%2002+a010xa001xa002+1/2xa001\2xa011+a010xa003+a001xa102+a011xa002+(2000x
2110x2003+2000xa2101xal102+a000%xa011Xa102+a000xa111Xa002+2100xa010Xa003+a100xa0
01xa102+a100xa011xa002+2010x2001xa102+2010xa101xa002+a110xa001xa002+1/2xa001
/i‘\zxal11+a001><a101><a011+a110><a003+a101><a102+a011><a102+a111><a002)><X+O(X/‘\2))><y+
Olyh2)zh3+0(z)d);3

ready S

line number = 20 execution time = 307 sec
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N.B. We merken op dat het zinvoller was geweest om bovenstaande a000

gelijk aan nul te kiezen.,

We bespreken nu de combinatie van substitutie en afgebroken macht-

reeksen.,
Het effect van de statement:

"g : = SUBST (f, a, b) ",
n .
. + .
als T een afgebroken machtreeks: = ) c, =+ 0 @ is,

is als volgh: 1=0
e als a =x ‘
en als b een algebralsche variabele, dan is g een afgebroken macht-
reeks:

n _ .
g =] SUBST (c., a, b) b*+0 (™1); (1)
i=0
en als b geen algebralsche variabele is, dan is g niet de macht-

reeks (1) maar een som van n termen:

g = SUBST (co, a, b) + SUBST (01, a, b) *b + ,...
+ SUBST (c_, a, b) *b", ‘

N.B. er wordt door het systeem gebruik gemaakt van:

no_ ' '
do+d1x+...+dnx —do+(d1+(d2+...+(dn_1+dnx)x

ceee) X) Xo

2e als a # x, dan is g de machtreeks:

n .
g =) SUBST (c;, a, b) x* + 0 (=21,
1=0

Voorbeeld: ©Dereken 1n (1 + x) - arctan (x) voor kleine x.

Tormule programma t.b.v., cursus ABC, RPR 250968/fp23

(8192, 100, 100, 100, 3, 410, 410, 13, 0)
PR STRING(resultaten £p23); A
NOT EXP; fi= In(l + x); g:;'= arctan(x};
fl:= DER(f,x); gl:= DvER(g,x_);
f2:= DER(f1,%); g2:= DER(gl,x);
£3:= DER(2,%); g3= DER(g2,%);

F
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EXPAND;
LNe= SUBST(TPS(X f,f1 f2/2 f3/6), X 0),
AT:= SUBST(TPS(X,g,gl 82/2,83/6), x,0)3
OUTPUT R(LN:= LN); OUTPUT R(AT:= AT);.
LN M AT:= LN - AT; ‘
OUTPUT R(LN - AT:= LN M AT),
OUTPUT R(nauwkeurige waarde VOOr X = y-3:=
SUBST(LN M AT, X, ,-3));
OUTPUT R(onnauwkeurige waarde voor x = p—-3e=
In(1 + y=3) ~ arctan(;-3));
END; | )

resultaten {p23

LN:= 0+IXX+(-1/2)xXA2+1/3xXA3+O(XM) 3

AT:= 0+1XX+0XXN2+(-1/3)XXA3+O(XM)s

LN — AT:= 0+0xX+(~1/2)x¥A2+2/3xXN3+O(X )3
nauwkeurige waarde voor x = p=3:= —.4993333333310-6 H
onnauwkeurige waarde voor x = p~3:= §-,49933284707m—6 3
ready

line number = 16 execution time = 23 sec

3

i
Voorbeeld Bereken f (z (x, y)), met £ (z) =) a; z° + 0 (zh)
i=0
1
en z = Z bkl b

Formule programma t.b.v. cursus ABC. RPR 250968/fp24 |
(8192, 100, 100, 1000, 3, 4-10, ,-10, 18, 0).
PR STRING(resultaten fp24) 3

fs= TPS(z,a0,al,22,a3);

Z:= TPS(y,TPS(x, 0,b10,b20,b30),
TPS(x,b01,b11,b21),
TPS(x,b02,b12),003);

OUTPUT R(i(x,y):= SUBST(, 2,2));

NLCR; PR STRING(Als £(z)) = exp(z)));

fi= TPS(z,1,1,1/2,1/6);

OUTPUT Rlexp(z(x,y)):= SUBSTH, 2,2));

END;



25

resultaten fp24
£(x,y):= a0+(a1><b10)><X+(a2><b10/{\2+a1><b20)><X/f\2+(a3><b10/t\3+2><a2><b10><b20+a1><b30)><xx}\3+

O(*91'\4)1—(alxb01+(2><a2><b10><b01+a1><b11)><x+(3><a3><b10/t\2><b01+2><a2><b1O><b11+2><a2><b20><
b01+a1><b21)><x/t\z+0(x{\3))xy+(aszo14\2+a1><b02+(3xa3xb10xb0L{\z+2xasz1o><b02+z><a2><
bleb11+a1xb12)><x+O(x{\2) xy/}\2+(a3><b01/i\3+2><a2><b01><b02+a1><b03+(6><a3><b10xb01><b02
+3><a3><b01/§\2><b11+2><dz><b10><b03+2><a2><b01><b12+2><a2><b11><b02)><X+O(X/l\2))><y/[\3+0(y/§\4),

Als f(z) = exp(z)

exp(z(x,y)) = 1+b10><x+(1/2><b10/l\2+b20)><x/]\2+(1/6><b10/l\3+b10><b20+b30)><x/{\3+0(x/i\4)+(b01
+(bl0><b01+b11)><x+(1/2><b10/[\2><b01+b10><b11+b20><b01+b21)><></l\2+0(x/f\3 )Ixy+(1/2xb01A2
+boz+(1/z><b10><b01/1\2+b10><b02+b01><b11+b12)><x+0(xt\z))xy,t\2+(1/6><b0L{\3+b01><b02+b03
+(b10xb01xb02+1/2x001A2xb11+b10xb03-+h01xb12+b11xb02 )X+ -O(xh2))xy3+0(yM)5

ready
line number = 10 execution time = 66 sec

Aangezien we soms behoefte hebben om met de coéfficiénten van een
berekende afgebroken machtreeks verder te werken, is er een mogelijkheid

om die coéfficiénten namen te geven.

n+1 ) -
b ]

zij £ (x) = Z a; xl+0(x
=0

dan zijn na de statement:
COEFF (f, c0, c1, ¢2, ..., cn)

de waarden van c0, c1, ¢2, ..., cn gelijk aan 8gs B35 Bpy ey &

Formule programma t.b.v. cursus ABC., RPR 250968/fp25
(8192, 100, 100, 1000, 3, x~10, x~10, 10, 0)

;R STRING(resultaten fp25);

f:= TPS(z,a0,al,a2 a3),

COETFF(Ep2 + 2 x £, c0,cl cz,cs),
OUTPUT R{cO:= c0); OUTPUT R(cl:= cl);

OUTPUT R(c2:= ¢2); OUTPUT R{c3:= 03);
COEFF(DER(f,z),c0,c1,c2,¢3)s OUTPUT R(dc3:= 03?;
ENDs
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resultaten fp25
c0:= a0p2+2xa0;
cli= 2xaOxal+2xal; |
c2:= 2xaOxa2+alj2+2xa2; | . .
c3:= 2xalXa3+2xalxa2+2xa3; '
degree of tr pow series too small

line number = 6 execution time = 7 sec

De foutmelding geeft aan dat de graad van "DER (f, z)" kleiner is

dan 3. Deze graad is in feite 2, hetgeen logisch is aangezien "DER"

de constante term in £ laat verdwijnen.

Met behulp van de nu te behandelen statement voor het oplossen van

vergelijkingen in een aantal onbekenden zullen we het belang van de

"COEFF" operator leren kennen.
Het systeem kan (quasi~) lineaire vergelijkingen in een aantal

onbekenden oplossen.

Voorbeeld:
ay+bz-=c=0
ax+by ~d =0
b x +az-~-1f=0

Formule programma t.,b.v. cursus ABC, RPR 250968/fp26
_§_8l92, 160, 100, 0, 0, 4~10, »~10, 8, 0_2_ :
PR STRING(resultaten fp26);
SOL LIN EQ(3, x.y,z, )
aXy+bxz~ec,

axXx+bXy ‘ - d,

b x x +a Xz~ f);
END; |

resultaten fp26

= (af2xc-axbxi+bp2xd)/(ap3+bh3);
x:= (af\2xd-axbxc+bp2xt)/ (ah3+bA3);
z:= (ap2xf-axbxd+bj2xc)/(ah3+bA3)s
ready ” )

i

1

line number = 6 execution time = 59 sec
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We zien dat het resultaat van de berekening meteen wordt geprint,

zonder dat OUTPUT R moet worden aangeroepen.

Opmerking 1: als de 6rde van het stelsel (in bovenstaand voorbeeld: 3)
als negatief getal wordt meegegeven, dan is de berekening efficienter
m.b.t. geheugenruimte; echter, dan zijn de oplossingen (x, y, en z boven)
later in het programma niet meer beschikbaar (dit zal meestal geen

bezwaer zijn omdat het juist ging om deze oplossingen).

Opmerking 2: de oplossingsmethode is sucessieve eliminatie;
dewez. als de vergelijkingen zijn:

£, (x1,..., xn) =0, 1i=1, «ou, n,
dan wordt X, uit f1 = 0 berekend en in de overige fi’ 1=22, teap,n
gesubstitueerd, zodat het systeem &én vergelijking en é8n onbekende
minder telt (mocht blijken dat 3f1 / Bx1 = 0, dan wordt een andere
£, genomen ). ‘
Het zal duidelijk zijn dat de vergelijkingen niet strict lineair
behoeven te zijn; immers, als f1 slechts van x, afhangt, zodat na
eliminatie van Xy de X, bekend is, dan mag fi, i > n, best op
niet-lineaire wijze van Xy afhangen.
Van deze eigenschap maken we gebruik in het volgende programma dat de
Taylor-reeks ontwikkeling berekent van de functie y (x) die voldoet

aan de differentiaalvergelijking en beginconditie:

2 2
v'i=x"+3° , 5y (0)=a.

Formule programma t.b.v. cursus ABC. RPR 250968/tp27
(8192, 1000, 0, 50, 4, -10, 4,-10, 10, 0)
PR STRING(resultaten fp27); '
y= TPS(x,a,a1,32,a3,0);
COEFF(DER(y,x) - yA2 - TPS(x,0,0,1,0),
c0,c1,02,c8); '
SOL LIN EQ(-3, al,a2,a8, ¢1,02,c3);
END; '
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resultaten fp27
als= (128/3><a,{\7+256/3><a./t\4><a2+192><a,{\3><a3—32><a,f\3+128/3><a><aZ/t\2)/(-256/3><a,l\9 256X

af\6xa2-384xap\5xa3+128xah\5- 256><a/l\3><a2,{\2-384><a/t\2><a2><a3+128xa4\2xa2_256/3><az{\3 f{

)3 - ~ '

a2:= (~512xa)\9-1024xa\6xa2-2304xah5xa3+384xal\5-512xah3xa2)\2)/(1024xal\10+3072x
af\Txa2+,4608,4xa)\6Xa3-1536xah6+3072xaxa2 2+, 4608w4><a,t\3><a2><a3-1536><a,{\3x
a2+1024xaxa2/3);

ad:= 32><a4\3/(-128><a/1\7_256><a,{\4><a2-576><af\3><a3+192xa{\3-128><a><a2/i\2),

ready

line number = 6 execution time = 131 sec

N.B. De resultaten geven aan dat er ergens iets fout is! (Wat%)

Een ander voorbeeld is de berekening van de machtreeks ontwikkeling
van een inverse functie, of nog algemener een impliciet gégeven
functie y (x), welke voldoet aan '

£ (x, y (x)) = 0.

Voorbeeld: ey(x) - 1+ gin (x) = 0.

Formule programma t.b.v. cursus ABC., RPR 250968/fp28

(8192, 1000, 0, 400, 4, 410, ,~10, 14, 0).

PR STRING(resultaten fp28} 3

EXDP:= TPS(t,1,1,1/2,1/6,1/24);

SIN:= TPS(t,0,1,0,-1/6,0);

y:= TPS(x,0,y1,52,y3,y4);

COEFF(SUBST(EXP, t,y) - 1 + SUBST(SIN, %),
00,01,02,03,04);*‘

OUTPUT R(cO:= CO), OUTPUT Rlcl:= cl), OUTPUT R(c2:= 02),

OUTPUT R(c3:= 03), OUTPUT R(c4:= c4),

SOL LIN EQ(-4,y1,y2,y3,y4, 01,02,03,04?,

END;
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resultaten fp28

c0:= 03

cle= yl+1j

c2:= 1/2xy1h2+y2;

c3:= 1/6xy1N3+y1xy2+y3-1/63

cdi= 1/24xXyLM+1/2xXyLN2Xy2+y1Xy3+1/2Xy2N2+y43

yls= =13
y2:= -1/23
y3:= -1/63
yai= -1/12;
ready

line number = 10 execution 'time = 15 sec

4, Efficientie m.b.t. géheugenruimte.

In het vorige formule~programma (f.p.28) zijn we onnodig kwistig met
geheugenruimte geweest. Immers, nadat y als machtreeks in x was
berekend, komt hij niet meer aan bod; toch blijft hij geheugenruimte
innemen., Bovendien blijven allerlei anonieme tussen-resultaten in het
geheugen opgeborgen.

Beschouwen we, bijvoorbeeld: SUBST (EXP, t, y) dan wordt de volgende

som berekend:
(((1/2h sy + 1/6) sy + 1/2) %y + 1) %y + 1,

Alle hier voorkomende subformules, zoals 1/24h s y, worden opgeborgen
in het geheugen. Alleen het eindresultaat is uiteindelijk van belang

en ook dat eindresultaat kan, nadat de y1, ..., yt berekend en geprint

zijn uit het geheugen verdwijnen.
Een van de nadelen van het algebraische~bewerkingen-systeem is nu dat

het de gebruiker verplicht zelf voor het verwijderen van overbodige

formules zorg te dragen.
Daartoe is de syntactische eenheid: "formule-blok" ingevoerd, die als

volgt wordt gedefinieerd:
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< formule-blok > :: = FIX;
< rij statements >;
< formule-blok-einde >
< formule-blok-einde > :: = ERASE |
ER B RET (< rij namen van_ formules >)

Een formule-blok is syntactisch een productie van statement.

Allereerst de werking van een formule-blok van de vorm:

"FIX; < rij statements > ; ERASE".
Als we de verzameling formules die opgeborgen worden in het geheugen,
voordat het systeem "FIX;" gelezen heeft, met V1 aanduiden;
Als we de verzameling formules die opgeborgen worden in het geheugen,
voordat het systeem "ERASE" gelezen heeft, met v, aanduiden, dan is
het effect van "ERASE", dat alle formules uit v, \ v, uit het geheugen
verwijderd worden. De namen (identifiers) ‘die naar de formules ult

V \ V verwezen, hebben na "ERASE" hun betekenis verloren.

Bij een formule-blok van de vorm:
"FIX; < rij statements > ; ER B RET (f1, cees fn)"

is de situatie analoog als boven: "ERASE" moet vervangen worden door
"ER B RET (f1, coas fn)" en V, \ V, moet vervangen worden door
v \ (v viE, 1= 1, .0, n)).

N.B.l. "ER B RET" is een afkorting voor "ERase But RETain".
N.B.2. Elk formule-blok-einde dient voorafgegaan te worden door "FIX;"
N.B.3. De formules "o", "1", "~1", en "i" worden door het systeem zelf,
alvorens met de executie van het formule-programms te beginnen,
in het geheugen opgeborgen. Als de naam "z" » bijvoorbeeld,
verwijst naar i dan is deze verwijzing niet ongedaan te maken
door ERASE. (Wel door een nieuwe assignment aan "z").
N.B.L. Een vergeten "FIX;" leidt tot de foutmelding:
"FIX missing".

N.B.5. "Formule-bloks" kunnen "genest" voorkomen.
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Voorbeeld: Alternatief voor f.p.28, waarin ook x als functie van v
wordt berekend en tenslotte de gevonden x (y) in de corspronkelijke
reeks voor y (x) gesubstitueerd wordt. Het zal duidelijk zijn dat in
dit programme het verwijderen van niet meer interessante formules een

belangrijke rol speelt.

Formule programma t.b,v. cursus ABC. RPR 250968/fp29-
(8192, 1000, 0, 400, 4, -10, ,-10, 20, 0).
PR STRING(resultaten fp29);
EXP:= TPS(t,1,1,1/2,1/6,1/24):
SIN:= TPS(t,0,1,0,-1/6,0);
FIX; |
- FIX;
y= TPS(x,0,y1,y2,y3,y4);
COEFF(SUBST(EXP, t,};) - 1 + SUBST(SIN, t,x),
c0,c1,c2,03,c4); | “
FIX; OUTPUT R(het resultaat als m.r. in x
= TPS(x,c0,cl,c2,c3,c4));
ERASE; o
ER B RET(cl,c2,c3,c4)s
OUTPUT R(y is niet meer, immers y:= y);
SOL LIN EQ(4,y1,y2,y3,y4, cl,c2,c3,c4);
ER B RET(yl,y2,y3,y4); ‘
-y ¢
FIX;
Xe= TPS(Y,0,x1,%2,%3,%4)3 ,
COEFF(SUBST(EXP, t,Y) - 1 + SUBST(SIN, t,X),
c0,cl,02,03,04);
FIX; OUTPUT R(het resultaat als m.r. in Y
= TPS(Y,c0,c1,c2,c3,c4));
ERASE;
ER B RET(c1,c2,c3,c4);
SOL LIN EQ(4,x1,x2,x3,x4, cl,02,c3,c4)s
ER B RET(x1,x2,x3,x4);
NLCR; PR STRING(De proef op de som verkrijgen we door
de verkregen x in de oude y te substitueren,)s
OUTPUT Rly(x(Y))= SUBST(TPS(x,0,y1,52,y3,74),
x,TPS(Y,0,x1,x2,%3,x4)))3
END;
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resultaten fp29
het resultaat als m.r. in x
= 0+ (yL+L)xx+(1/2XyIN2+y2)xxh\2+(1/6Xy LA+ IxXy2+y3—1/6)xx)\3+

(1/24xyLiM+1/2xy1\2xy2+y1xy3+1/2xy 2/\2+y4)xxpd+O(x\5) 3
y is niet meer, immers y:= y; '

yl= 13
y2:= -1/23
y3:= -1/6;
ydi= ~1/12;

het resultaat als m.r. in Y
= O+ (XL+LIXY+(x2+1/2)X YA2+(-1/6Xx1)\3+x3+1/6)x T3+
(~1/2xx1\2Xx2+%4+1/24)XYN+O(YN5) 3

xle= ~13
xX2:= -1/2;
x3:= ~1/33
xd= -T7/2435

De proef op de som verkrijgen we door

de verkregen x in de oude y te subs};itueren.
y(E(Y)):= 0+1XY+OXYA2+0X YA3+0X Y +O(YAS) 3
ready

line number = 31 execution time = 26 sec
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N.B. Om begrijpelijke redenen mag de combinatie "< formule-blok-

einde>; END;" vervangen worden door "END;".

Voor meer details omtrent de "ERASE" en de "ER B RET" operator verwijzen

we naar {1], sectie 3.2.4.3 en sectie 3.2.7, voorbeeld 1 en 2.

Het kan soms nodig zijn een gesteld probleem te splitsen over een
aantal formulefprogramma's: fp1, seeg fpn.

M.b.v. de "PR STRING" operator is het mogelijk om fp, zodanig te maken
dat hij fp2 genereert die op zijn beurt, bij executie, weer fp3
genereert, enz. Deze splitsing is bijvoorbeeld van belang als voor de
oplossing van het probleem zowel machtreeksen nodig zijn,die erg veel
geheugenruimte vergen, als een aantal "SOL LIN EQ" operaties oﬁ de
coéficiénten van de berekende machtreeksen.

Men zie voor een dergelijke techniek [1} sectie 3.2.T, voorbeeld T en 8.

We merken tenslotte op dat men een formule brogramma kan opstellen
dat ALGOL 60 statements genereert voor een ALGOL 60 programms dat met
complexe getallen rekent.

Ock voor deze mogelijkheid verwijzen we naar [1] sectie 3.2.4.9 en

voorbeeld 4 van sectie 3.2.7.

[1] R.P. van de Riet, Formula Manipulation in ALGOL 60, part 1.
Mathematical Centre Tracts 17

Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1968,

[2] R.P. van de Riet, Formula Manipulation in ALGOL 60, part 2.
Mathematical Centre Tracts 18 '
Mathematisch Centrum, Amsterdam, eind 1968,

Blol gtk X ;
\i: ki, Q’MTHEMANSCM CENTRUMN

o AMSTERD A
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Appendix

De correcte formulering van formule programms fp.27 luidt:

Formule programma t.b,v. cursus ABC, RPR 250968/fp27a
(8192, 1000, 0, 50, 4, y-10, 4-10, 11, 0) ~-
PR STRING(resultaten fp27a);
y= TPS(x,a,a1,a2,a3,a4); . .
COEFF(DER(y,x) - y\2 ~ TPS(x,0,0,1,0),
c0,c1,c2,c3)s .
SOL LIN EQ(-4, al,a2,a3,a4, c0,cl,c2,c3);
END; “

resultaten fp27a
al= aj2;

a2:= ap3;

ad:= aj+1/3;
ad:= al\5+1/6xa;
ready

line number = 6 execution time = 10 sec



